Feladat 1. Hatdrozza meg a Zs[z]/(x* 4+ z + 1) testben a kovetkezéket (a := x/
(x*+ 24+ 1)):

o (&®+a)!,

° (a2 + 1)68’

e my,(a®+a?+1).

Megoldas: Az a elem generalja a test multiplikativ csoportjat: a* = a+1, a® =
a’+a,a® =a*+a? a" =a*+ad =at+a+1,a® =a*+a’+a=a%+1,a° = a®+a,
a®=a*+a®>=a’>+a+1,a"' =a®+a’+a,a?=a*+a+a? =aP +a®+a+1,
aB=ad*+ad+al+a=at+a?+1,a%=a*+a*+a=a*+1,aP=a*4+a=1.
Ezt a sorozatot “logarlécként” hasznéalhatjuk.

o (®+a)t=(@0"""=db =dd+a?
o (a2 +1)%8 = (%) =™ = ¢t = q + 1
e ab:=a’+a?2+1=a' elem hatvényai: b> =a'' =a®>+a’>+a, b3 =0’ =
a®+a, b* =a” = a® +a+ 1. Lithaté, hogy b* + b3 +1 = 0. Mivel az
z* 4+ 23 4+ 1 polinom irreducibilis Zy felett, ez lesz a minimalpolinom.
Feladat 2. Hatdrozza meg a Zs[z]/(z® + 2z + 2) testben a kovetkezSket (a := x/
(23 + 22+ 2)):
o (a®+2a)"",
e (2a> +a+1)%,
e my,(a®+2a+1).
Megoldas:

e Euklideszi algoritmust végziink Zs[x]-ben az f := 23 +2z+2ésa g := 22+
2z polinomokra: f = zg+22+2x+2= (z+1)g+2, gy 1 = 2f — (2v+2)g.
Innen a testben

1 2(a®+42a+2) — (2a+ 2)(a® + 2a)
a?+2a a? + 2a

(a* +2a)"' =

—(2a + 2)(a? + 2a)
a?+2a
e A test 27 elem, tehat multiplikativ csoportjanak rendje 26. Ezért

=a-+1.

(2a2+a+1)% = (2% +a+1)' = ((2a*+a+1)%)® = (4a’+a®+1+4a3+4a%+2a)® =
(a*+a+a®+1+a+1+a*+2a)® = ((a+2)*)* = ((a®*+a+1)?)? = (e’ +a*+1+2a>+20*+20)* =
(a®>+ata®+14+2a+2+42a2+2a)? = (a*42a)* = a*+a*+a® = a®*+a+a+1+a® = 2> +2a+1.

o Ab=a’+2a+1 elem hatvdyai: b?> = a*+4a?+1+4a3+2a°+4a = a®> +2,
b = a5 +2a®+1 =a*+a®+2a® +1 = a® + a + 1. Lathatd, hogy
b3 +b% +b+2 = 0. Mivel az 23 + 22 4 = + 2 poolinom irreducibilis Zs felett
(harmadfok, és nincs gyoke), ez a minimélpolinom.

Feladat 3. Adja meg az a = 2¢/12 — ¥/3 szam minimalpolinomjat Q folGtt.

Megoldas: Kilencedfoki polinomot elvileg konnyti adni, aminek a gyoke. (Ha
a = a; gyoke all;(z—a;), B = p1 pedig a Il (x— ;) polinomnak, akkor a+ /3 gyoke
IL; j(x — o; — Bj)-nek, af pedig II; ;(x — v B;)-nek. Beldthatd, hogy ha II; (z — ;) és
II;(x — B;) egyiithatéi egy K testbe esnek, akkor II; ;(x — a; — ;) és IL; ;(z — a; B;)
egylitthatéi szintén.)
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Ezt a kovetkezéképpen lehet megtenni ebben az esetben: a = /3(2V/4 — 1),
tehat a® = 3(32 — 12V/16 + 6/4 — 1), és a® — 93 = 18V/4 — 72¢/2. Legyen d :=
@95 — /1 — 4/2. Ekkor

d? = V16 — 8V/8 4 16V/4 = 16v/4 + 2V/2 — 16,
mig
d® =4 — 129/32 + 48V/16 — 128 = —24V/4 + 96V/2 — 124.
Jol lathato, hogy {1, d, d?, d®} linedrisan fiiggd halmaz Q felett, Gauss-eliminaciéval
megkaphaté egy nemtrividlis nullértékii linearis kombinacié. Ebben az esetben
ranézésre is lehet 14tni, hogy d® + 24d + 124 = 0. Tehat a fépolinom, aminek a

gyoke:
3 —93

% —93
1

183(( )%+ 24 + 124).

Ahhoz, hogy beldssuk, hogy ez a miniméalpolinom, meg kell mutatni, hogy a nem
gyoke kisebb foki racionélis egyiitthatés polinomnak. Az a benne van a Q(3/2, v/3)
testben, ami a Q felett kilencedfokd (ez nem teljesen nyilvanvald, feladtam feladat-
nak). fgy a fokszama a 9 osztéja, tehat elég belatni, hogy a nem gyoke harmadfoku
racionalis polinomnak.

Tegyiik fel, hogy qo + q1a + gaa® + gza® = 0, ekkor

Qo +3q3(2V2 1) + 1 (2V2 - 1) V3 + ¢2(2V2 — 1) V9 = 0.

Mivel
s Q(V2,V3):Q
degQ(%) \/§ = M = 3,

az 1, V/3, /9 szdmok linedrisan fiiggetlenek Q(+/2) felett. Innen go+3¢3(2v/2—1)3 =
0, amibSl adédéan (2¢/2 — 1)3 raciondlis. De (2v/2 — 1)% = 31 4 12v/2 — 127/4,
tehat ha (24/2 —1)? racionalis volna, akkor /2 gydke volna egy Q feletti masodfoki
polinomnak, ami képtelenség.

Feladat 4. Adja meg a b= v/3 + 5v/3 — 3 szdm minimalpolinomjat Q folétt.

Megoldas: Mivel b € Q(v/3), b fokszdma 1, 2, vagy 4 lehet. Ha b els6fi
(vagyis racionélis) volna, akkor v/3) € Q(v/3) masodfoki lenne. Mivel b? = 84 +
10v/27 — 29v/3 — 6+/3, az 1, b, b szémok linedrisan fiiggetlenek Q felett, tehat b
nem masodfoku. fgy elég olyan negyedfoku racionalis polinomot taldlni, aminek b
gyoke. Ez egyszerii:

V3=v3 = (—5V3+3)2 ="+ (6 — 10v3)b + 84 — 303,
ahonnan
V/3(31 + 10b) = b% + 6b + 84,
és
91 + 30b = (b* + 6b + 84)% = b* + 126 + 204b* + 1008b + 7056,
tehdt a minimalpolinom x* + 1222 + 20422 + 978z + 6965.

Feladat 5. Adja meg a ¢ = V/2 — v/2 szdm minimélpolinomjat Q fo15tt.



Megoldas: Mivel
2= (c+2)° = +20¢ + 20c + (5¢* 4 20¢% + 4)V2,
(2 —¢® —20¢® — 20¢)? = 2(5¢* 4 2062 + 4)2,
tehat ¢ gyoke az
z'% —102® + 402° — 42° + 7202 — 802 + 802% — 80z — 28
polinomnak.
Belétjuk, hogy ez a minimalpolinom. Ha ¢ fokszdma 1 vagy 2 lenne, akkor c++/2

fokszdma nem lehetne tobb 4-nél. fgy csak azt kell kizarni, hogy ¢ 6todfoku. Tegyiik
fel, hogy qo + - -+ + qac* + q5¢® = 0. Ekkor

Qo+ @ (V2 —V2) + q2(V4—2V2V2 + 2) + q3(V8 — 3VAV2 + 672 — 2v/2)+
qa(V16 — 4V/8v/2 +12V/4 — 8V2vV2 + 4)+
45(2 — 5162 + 20V/8 — 20V/4v/2 + 2092 — 4v/2) = 0.

Mit lehet ezzel kezdeni? A bal oldal u 4 vv/2 alakba frhaté, ahol u,v € Q(+v/2).
Viszont a Q(3/2) testben nincs benne a v/2, mert Q(+v/2) 6todfoki bévitése a Q-
nak, v/2 viszont mésodrend{i. Ezért v = v = 0. Viszont u és v felirhatdk az 1, ¥/2,
/4, ¥/8, V/16 szémok raciondlis egyiitthatés linearis kombindciéjaként. Ezeknek az
egyutthatoknak igy 0-knak kell lenniiik. Ezzel tiz egyenletet kaptunk:

qo+2q2 +4qs +2¢5 =
q1 +6q3 +20gs =

g2 + 12q4

q3 + 20gs

q4

—q1 —2q3 —4gs5
—2¢2 — 844

—3¢3 — 20gs

—4qs

—5¢5 =

Az utolsé egyenlet rogton ellentmond annak, hogy ¢ 6todfok.
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